Numerik Prohl WS 25/26

Aufgabe 1: ID:

Gegeben sei die Matrix
2 -3 1
A=|-4 T 1) y
6 -7 13

Finden Sie die LR-Zerlegung der Matrix A, wobei L eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der
Hauptdiagonalen und R eine obere Dreiecksmatrix ist, sodass gilt A = LR.

(4 Punkte)

Aufgabe 2: ID:

(2 + 2 Punkte)
Gegeben sei die Funktion

1
flx) = rn i 10,2
und die drei Knoten

=0, T;1=1, T2=2.
(a) Konstruiere das quadratische Interpolationspolynom Po(z), das durch die Punkte

(o, f(za)), (21, f(x1)), (22, f(22))

verlauft. Sie kinnen entweder die Newton-Form oder die Lagrange-Form verwenden.

(b) Definiere das numerische Integral

2
o= [ Py
und berechnen Sie den Niherungswert.

Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Niherungswert der Simpson-Regel

/:"" flx)de ~ %(f(::u) +4f (Io L7 g) *lg0ck h))

und kommentieren Sie kurz.

Aufgabe 3 : Sei f e C"([a,b]), und seien ry, xy, ..., 7, € [a,b] pasrweise verschieden,

(a) Zeigen Sie, dass es ein £ € [min(xp

..... oy ) max{xq,...,2,)] gibt, sodass die n-te dividierte
Differenz erfiillt:

()
flro. 21y e = f-’,—l‘({—!

(b} Uberpriifen Sie, dass fiir n = 1 dieses Ergebnis auf den klassischen Mittelwertsatz der Diffe-
rentialrechnung zuriickfillt:

flao,za] = LEV=IE0) _ i) € € (20,1).

Ty — T
Aufgabe 4: : '
3 ID: (2 + 2 Punkte)
Betrachtet wird die Anfangswertaufgabe (AWA)

j’(‘) = f(cox(t))v 1(‘0) = To.

(a) Die Funktion f(t, ) sei stetig auf D = R x R4

! und geniige mit nicht-negativen, steti
beschrinkten Funktionen a(t) und B(t) der i . R

Wachstumsbedingung
£, 2) < e®)lizll + 5(t), (t.2) € D.

Zeigen Sie, dass die zugehdrige AWA eine globale Lisung besitzt.
(b) Untersuchen Sie die Lisbarkeitsei halfl

ge
der folgenden Anfangswertprobleme:

(1) #(t) = Az(t), A= (_01 é) , 20, z2(0)= ((]i)
(2) &(t) ==(t)', t>0, z(0) =0.

(Eind

igkeit, globale Existenz, Beschranktheit)

Aufgabe 5:

1D: (2 + 2 Punkte)
Gegeben sei das Anfangswert prablem

i(t) = fl=(t)), t€(0,T), z(0)=xzo€ D, f:D—RY,
wobei D ¢ R?,

Wir betrachten das implizite Euler-Verfahren: Fiir cine Schrittweite h = T/N sird Naherungen
{un}¥_, definiert durch

Un = Y-t +0f(yn), n=1... N, 1 =2.

() Sei nun f(x) = Az mit einer symmetrisch positiv definiten Matrix A € R*4. Zeigen Sie fiir
die Niherungen {yn) eine Fehlerabschitzung der Form

— yall € Ch,
o, lz(tn) gl < C
wobei z(t) die exakte Lisung des AWP ist. Geben Sie an, Aon welchen Groen die Konstaute
C > 0 abhiingen kann (jedoch nicht von h).
(b) Im nichtlinearen Fall (f nichtlinear) wird die Gleichungyy = y,._1+hf(y,!) in jedem Zeitachtift.
mit dem Newton-Verfahren gelost. Stellen Sie vollstindige Iterationsvorschrift fiir die
Newton-Iteration auf.



