Analysis 1 - Klausur, Frank Loose, 09.02.2026

Aufgabe 1. (a) Sei f : A — B eine Abbildung. Zeigen Sie: Ist g : B — A eine
Abbildung, so dass go f = idy, so ist f injektiv.

(b) Sei A# D und f : A — B eine injektive Abbildung. Zeigen Sie, dass es dann
eine Abbildung g : B — A gibt, so dass go f =id4.

Proof. (a) Seien f: A— B und g: B — A Abbildungen mit go f =id,4. Seien
ay,as € Amit f(a1) = f(az). Es gilt:

a1 =ida(a1) = go f(a1) = g(f(a1)) = g(f(az)) = g o faz) = ida(az) = as.
. Daraus folgt, f ist injektiv.

(b) Sei A # 0, f : A — B eine injektive Abbildung. Sei f=! :im(4) — A
Inverses von f: A — im(A). Betrachte beliebiges ag € A.
Definiere g : B — A

o(b) = {f‘ (b), wenn b€ im(A),

ag, sonst.
So gilt fiir jedes a € A: go f(a) = g(f(a)) = f1(f(a)) = a =ida(a). O
Aufgabe 2. (a) Zeigen Sie mit Hilfe von Vollstandiger Induktion fir alle
n € N:

Zn:(zk —1)?% = %n(2n —1(2n+1)

k=1

(b) Zeigen Sie fiir alle n € N:

Proof. (a) Induktionsanfang (n = 1):

: 1
> @k-1)2=12= 33

k=1



Induktionsschritt (n — n + 1):

n+1 n
D2k = 1) =302k~ 1)+ (20 4 1)?
k=1 k=1
v é (2n—1)2n+ 1)+ (2n+ 1)
%(zn +1)[n2n — 1) +3(2n + 1)]
%(2n+1)(2n2+5n+3)
%(2n+1)( +1)(2n +3).

Es folgt die Behauptung.
(b) Mit dem binomischen Lehrsatz folgt:

> (-1 () zn% 1”k<>:(1+(—1))":0

k=0
O

Aufgabe 3. (a) Zeigen Sie, dass die unendliche Reihe > - > konvergiert.

TLZn'

(b) Zeigen Sie unmittelbar aus der Definition von In, dass In(n) <n —1, fir

alle n € N, und daraus dann, dass die Reihe )~ ln(ln) divergiert.

Proof. (a) Es gilt:

(n+1)°nl 1 1
(n+DIn3 n+1

S
_l’_
—_
| =

fiir alle n > 15
Und mit dem Quotientenkriterium folgt, die Reihe ist konvergent.

(b) Es gilt:
n 1 n
ln(n):/ fdtg/ ldt=n—-1
1t 1

Und damit insbesondere:

Ny N N-1y
N—o00
> = - =T
nz:;ln(n)_zn—l n >

n=2 n=1

und die Reihe divergiert.



Aufgabe 4. (a) Zeigen Sie, dass 3/2 irrational ist.

(b) Begriinden Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, warum es ein & € (0,1)
geben muss mit £ +1n(€) =0 .

Proof. (a) Angenommen /2 sei rational, so gilt

V2 = S mit a,b € N, 0.B.d.A. sei der Bruch vollstindig gekiirzt.

b )
Betrachte nun:
3
_a 3 _ o3

1 1
= a =2k fir k € Nund b* = §a3 = 5(zk)ﬁ = 4K3
= a,b gerade

Dies widerspricht der Voraussetzung, dass der Bruch vollstandig gekiirzt
ist und so folgt /2 ist irrational.

(b) Wir wissen:

(x + In(x)) 220
Daraus folgt, es gibt ein € (0, 1), sodass (z + In(z)) < —1.
AuBerdem gilt 1 +1In(1) = 1.
Mit dem Zwischenwertsatz lisst sich schlieBen, dass ein £ € (0,1) existiert,
sodass gilt: £ +1n(¢) = 0.
O

Aufgabe 5. (a) Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrech-
nung: Ist [ : (a,b) = R differenzierbar mit f'(z) > 0, fir alle z € (a.b),
so ist f monoton wachsend.

(b) Zeigen Sie, dass die differenzierbare Funktion f : (0,00) — R, f(z) =
zln(x), genau ein lokales Extremum hat und begrinden Sie mit Hilfe des
Monotonieverhaltens von f, warum dies ein globales Minimum sein muss.

Proof. (a) Seien x1,z2 € (a,b) mit z1 < z2. Mit dem Mittelwertsatz folgt fiir
ein € € (x1,x2):

flx2) = f(x1) = f(€)(x2 — 21)
>0

da f/(¢) > 0 und (x9 —x1) >0
(b) Es gilt



Insbesondere

f'(z0) =0 <= In(z0)+1) =0

<~ I =e !

und wir kénnen folgern f’ [(g-1y< 0, f’ [(¢-1,0)> 0. Insbesondere liegt
1

< ein globales Minimum und das einzige lokale Extremum vor.

O

bei Tro =

Aufgabe 6. (a) Berechnen Sie

1
x
/ S
0o V241
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Partieller Integration eine Stammfunktion von
In: (0,00) = R in Termen elementarer Funktionen.
Proof. (a) Substituiere u(z) = 22 + 1, du = 2zdz, u(0) =1, u(l) =2
L Sl u=va Vi
———dr = ——du=v2—-VvV1=v2-1.
/0 Va2 41 /1 2Vu
(b) Betrachte u(t) =¢, u/(t) =1 und v(t) = In(t), v'(t) = 1.
Mit Hilfe Partieller Integration folgt:

x T 1
/1 In(t)dt = (zln(z) — 11n(1)) 7/1 t;dt

=zln(z) — (z — 1)
=zln(z) —z+1

und F(z) = zn(x) — x ist eine Stammfunktion von In.



