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Aufgabe 1: Für welche natürlichen Zahlen n gilt: 2n ≥ 3n− 1? Beweisen Sie Ihre
Aussage.

Lösung: Die Aussgae gilt für n = 1 da 21 = 2 = 3 ∗ 1 − 1. Die Aussage gilt für
n = 2 nicht, da 22 = 4 < 3 ∗ 2− 1 = 5.

Induktionsanfang: n = 3. Da 23 = 8 = 3 ∗ 3− 1 gilt die Aussage für n = 3.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass 2n ≥ 3n − 1 und müssen zeigen, dass
2n+1 ≥ 3(n+ 1)− 1 = 3n+ 2.

Es gilt nach Induktionsvorraussetzung 2n+1 = 22n ≥ (3n − 1) ∗ 2 = 6n − 2 =
[3(n+ 1)− 1] + 3n− 4. Für n ≥ 2 ist 3n− 4 > 0, also ist 2n+1 ≥ 3(n+ 1)− 1 (sogar
echt größer).

Aufgabe 2: Sei M die Menge aller Funktionen R → R. Auf M seien folgende
Relationen definiert

f ∼a g ⇔ f(x)g(x) > 0 für alle x ∈ R
f ∼b g ⇔ f(x)g(x) ≥ 0 für alle x ∈ R.

Überprüfen Sie beide Relationen jeweils auf Reflexivität, Symmetrie und Transiti-
vität. Beweisen Sie jeweils Ihre Aussage.
Zur Erinnerung: Reflexivität, Symmetrie und Transitivität sind die definierenden
Eigenschaften einer Äquivalenzrelation.

Lösung: 1. Reflexivität: Falls f eine Nullstelle hat, gilt f(x) = f(x) > 0 nicht
überall. Also ist ∼a nicht reflexiv.

Jedoch gilt f(x)f(x) ≥ 0 immer, also ist ∼b reflexiv.

2. Symmetrie: Wegen Kommutativitätsgesetz gilt f(x)g(x) = g(x)f(x) für alle x ∈
R. Also sind beie Relationen symmetrisch.

3. Transitivität: Sei f(x)g(x) > 0 und g(x)h(x) > 0 für alle x ∈ R. E folgt
f(x)g(x)g(x)h(x) > 0, da g(x)2 nicht negativ sein kann ist f(x)h(x) > 0, es ist
also ∼a transitiv.

Sei f ≡ 1, g ≡ 0, h ≡ −1. Es ist also f ∼b g und g ∼b h aber nicht f ∼b h, also ist
∼b nicht transitiv.

Aufgabe 3: Gegeben sei die Funktion: f : R→ R durch f(x) = x−1
x2+3

. Bestimmen
Sie den Wertebereich von f . Beweisen Sie ihre Aussage.
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Lösung: Es gilt

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

1/x− 1/x2

1− 3/x2
= 0

Die lokalen Extrema findet man durch f ′(x) = x2+3−(x−1)2x
(x2+3)2

. Für die Nullstellen ist

nur der Nenner relevant. Man erhält

f ′(x) = 0⇔ x2 + 3− 2x2 + 2x = 0⇔ −x2 + 2x+ 3 = 0

Mitternachtsformel liefert x1/2 = (−2±
√

16)/(−2) = 1±2 also x1 = 3 und x2 = −1.

Die Funktionswerte sind f(3) = 1
6

und f(−1) = −1
2
.

Da die Funktion überall stetig ist, keine Polstellen besitzt und die Limiten nach ±∞
Null sind, kann an der Stelle 3 nur ein globales Max, bei −1 ein globales Minimum
sein. Der Wertebereich ist also eine Teilmenge von [−1/2, 1/6]. Da die Funktion
überall stetig ist werden nach Zwischenwertsatz alle Werte zwischen −1/2 und 1/6
angenommen. Es ist also W = [−1/2, 1/6]

Aufgabe 4: Es sei p : R→ R ein beliebiges Polynom. Zeigen Sie:

(a)
lim
x→∞

e−xp(x) = 0

(b)

lim
x→0+0

e−
1
xp

(
1

x

)
= 0

Lösung:

(a) Sei zunächst p(x) = xn für n ∈ N. Für alle positiven x gilt ex =
∑∞

j=0
xj

j!
≥

xn+1

n+1
!. Es gilt also

lim
x→∞

e−xxn = lim
x→∞

xn

ex
≤ lim

x→∞

xn(n+ 1)!

xn+1
= 0

Ausserdem ist der Ausdruck nichtnegativ. Also ist limx→∞ e
−xxn = 0. Wegen

sätzen über integrale folgt

lim
x→∞

e−xp(x) = lim
x→∞

e−x
n∑

j=0

ajx
j =

n∑
j=0

aj lim
x→∞

e−xxn = 0 .

Alternativ: Induktionsbeweis zur Aussage “Für jede natürliche Zahl n gilt: Für
jedes Polynom vom Grad n ist limx→∞ e

−xp(x) = 0”.

Induktionsanfang: n = 0: limn→∞ e
−xC = C limn→∞

1
ex

= 0.

Induktionsschrit: Annahme: limn→∞ e
−xq(x) = 0 für jedes Polynom q vom

Grad n.
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Sei nun p ein beliebiges Polynom von Grad n+ 1. L’ Hospital liefert

lim
n→∞

e−xp(x) = lim
n→∞

p(x)

ex
= lim

n→∞

p′(x)

ex

Da p′ ein Polynom vom Grad n ist liefert die Induktionsannahme, dass letzteres
gleich 0 ist.

(b) Nach Vorlesung gilt für jede positive Nullfolge xn dass limn→∞
1
xn

= 0. Schreibe

t = 1/x es folgt also limx→0+0 e
− 1

xp
(
1
x

)
= limt→∞ e

−tp (t). Letzteres ergibt 0
nach Teil a)

Aufgabe 5: Sei f :]a, b[→ R differenzierbar mit beschränkter Ableitung, d.h. es
existiert ein C ∈ R+ so dass |f ′(t)| ≤ C für alle t ∈]a, b[.

Zeigen Sie, dass f gleichmäßig stetig ist.

Lösung: Erst zeigen wir, dass für alle x < y ∈ [a, b] gilt: |f(x)−f(y)||x−y| ≤ C. Dazu WA:

Es gibt x < y ∈ [a, b] mit |f(x)−f(y)||x−y| > C, dann gibt es nach Mittelwertsatz ein

t ∈]x, y[⊂]a, b[ mit |f ′(t)| > C was ein Widerspruch zur Annahme ist.

Es gilt also für alle x < y ∈ [a, b], dass |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|. Analog gilt diese
Aussage für alle x > y ∈ [a, b]. Für x = y ist sie trivial. Also gilt für alle x, y ∈ [a, b],
dass |f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|.
Sei ε > 0, wähle δ = ε/C es gilt also:

Für alle x, y ∈ [a, b] mit |x − y| < δ, dass |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y| = Cε/C = ε.
Das ist genau die gleichmässige Stetigkeit.
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