
Probeklausur Analysis I/Mathematik f. Physiker I

Peter Pickl
Fachbereich Mathematik, Universität Tübingen
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Aufgabe 1: Überprüfen Sie, ob folgende Aussagen Tautologien, Kontradiktionen oder weder das
eine, noch das andere sind:

a) (A⇐ ¬B)⇔ (A ∧B) b) (A⇒ B)⇔ (A ∨ ¬B)

Lösung: a) A = w,B = w ⇒ (A⇐ ¬B) ist wahr. Auch (A ∧B) ist wahr. Somit ist Aussage (a)
wahr.

Wenn A wahr und B falsch ist, so ist (A⇐ ¬B) wahr, aber (A ∧B) ist falsch. Somit ist Aussage
(a) falsch. Somit ist (a) weder eine Tautologie, noch eine Kontradiktion

(b) Falls A und B wahr sind, so ist (A⇒ B) wahr. Auch (A ∨ ¬B) ist wahr, die Aussage (b) ist
also wahr.

Falls A falsch und B wahr ist, so ist (A⇒ B) wahr. Aber (A ∨ ¬B) ist falsch, die Aussage (b) ist
also falsch.

Somit ist (b) weder eine Tautologie, noch eine Kontradiktion.

Aufgabe 2: Es seien die Abbildungen f : A → B und g : B → C gegeben. Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) Falls g injektiv sind, so gilt: f injektiv ⇔ g ◦ f injektiv.

b) Falls f injektiv sind, so gilt: g injektiv ⇔ g ◦ f injektiv.

Lösung:

a) “ ⇒′′ Seien g, f injektiv → g(f(x)) = g(f(y)) impliziert f(x) = f(y) da g injektiv. Das
widerum impliziert, dass x = y, da f injektiv. Daher gilt: g ◦ f(x) = g ◦ f(y)⇒ x = y was zu
beweisen war.

“⇐′′ Es gelte g◦f injektiv. WE: f ist nicht injektiv. Dann gibt es ein x 6= y mit f(x) = f(y).
Dann ist aber auch g ◦ f(x) = g ◦ f(y) obwohl x 6= y. Dies widerspicht der Injektivität von
g ◦ f .

b) Falls f injektiv sind, so gilt: g injektiv ⇔ g ◦ f injektiv.

Diese Aussage gilt nicht. Gegenbeispiel: f : {1, 2, 3} → {1, 2, 3, 4} und g : {1, 2, 3, 4} →
{1, 2, 3}. f(x) = x für alle x; g(x) = x für x ∈ {1, 2, 3} sowie g(4) = 4. f ist injektiv, ebenso
die Verknüpfung g ◦ f . Jedoch ist g nicht injektiv.

Aufgabe 3: Sei T ⊂ R offen. Zeigen Sie: x ∈ T c ist genau dann Randpunkt von T falls es eine
Folge (an)n∈N ⊂ T gibt mit limn→∞ an = x (T c bezeichnet hier das Komplement von T ).

Lösung: “ ⇐′′ Sei x ∈ T c ein Randpunkt von T und (an)n∈N ⊂ T mit limn→∞ an = x . WA: x
ist innerer Punkt von T c. Dann gibt es eine Umgebung mit Radius ε > 0 um x, die komplett in
T c liegt. Daher gilt für alle y ∈ T : |x− y| > ε. Dies ist ein Widerspruch zu limn→∞ an = x, denn
es gibt unendlich viele Folgenglieder mit |x− an| < ε und die an liegeb ja alle in T . Daduch ist x
kein innerer Punkt von T c und, da x /∈ T auch kein innerer Punkt von T , somit ist es Randpunkt.

“ ⇒′′ Sei x Randpunkt von T . Dann ist x kein innerer Punkt von T c. Für jedes ε > 0 gilt also,
dass der Ball um x mit Radius ε nicht komplett in T c liegt. Also: ∀ε > 0∃yε ∈ T mit |x− yε| < ε.
Wir setzen an = y1/n und erhalten so eine Folge in T mit limn→∞ an = x.



Aufgabe 4: Sei a > 0. Bestimmen Sie jeweils nach einer geeigneten Wahl der Wertemenge die
Ableitung von f(x) = loga x und g(x) = arccot(x).

Lösung: f(x) = loga x ist die Umkehrfunktion zu f−1(x) = ax = ex ln a. Die Ableitung der
letzteren ist gegeben durch ln aex ln a = ln af−1(x). Die Definitionsmenge von f−1 ist ganz R, hier
ist außerdem f−1 streng monoton, dadurch invertierbar, die Ableitung ist nirgends Null. Daher
erhalten wir f ′ = 1

ln ax

Es it g−1 = cotx = cos x
sin x . diese Funktion ist auf ]0, π[ streng monoton fallend und hat keine

Nullstelle in der Ableitung. Es it (g−1)′ = − sin x sin x−cos x cos x
sin x sin x = −1− (cot(x))2.

Es folgt g′ = − 1
1+x2

Aufgabe 5: Sei a ∈ R beliebig. Gegeben sei die Funktion f : R→ R durch fa(x) = 1
2 sinx+ a.

Zeigen Sie, dass für jedes a ∈ R die Funktion fa genau einmal die Winkelhalbierende des ersten
und dritten Quadranten (d.h. die Gerade g : R→ R; g(x) = x) schneidet.

Lösung: Es gilt zu zeigen, dass ga := 1
2 sinx+a−x genau eine Nullstelle hat (Schnittpunkte sind

immer Nullstellen der Differenzfunktion). WA: Es gibt eine zweite Nullstelle. Dann sagt der Satz
von Rolle, dass es ein x mit g′a(x) = 0 gibt. Es ist aber g′a(x) = 1

2 cosx− 1 ≤ −1/2, hat also keine
Nullstelle.


