Prof. Dr. V. Batyrev Tubingen, den 30.06.1999

KLAUSUR ZUR LINEAREN ALGEBRA II

1.
Sei ¢ : V' — V ein orthogonaler Endomorphismus des euklidischen Velktorraums V',

Zeigen Sie, daB der Endomorphismus o = ;- + 7! selbstadjungiert ist.

(2 Punkte)

2.

Sei ¢ : V — V ein selbstadjungierter Endomorphisims des euklidischen Vektor-
raums V. Zeigen Sie, dafl (INer ¢)* = Im .

(2 Punkte)
3.
Bestinmmen Sie das Maximui von 3z + 4y, {alls 27 + ¢ = L. (2 Punkte)
- | —(3 TR
Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis des euklidischen Vektorraums R® mit Skalar- 2 (5
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Sei g @ V — @ eine quadratische Formn anf einem Q-Vektorraum V. Zeige: Ist B 3 {'r: |
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Geben Sie cin Beispiel eines normalen Endomorphisums = @ B2 — R? des enklidi-
schen Vektorranuns R? an, der nicht orthogonal und nicht selbstadjungicrt ist.
(2 Punkte)

Sei C° der unitire Vektorraim mit dem Skalarprodukt (v, y} = 77 + 1973, Or-

thonormalisieren Sie das System von Vektorew: g

n=24+2.2-2) ¢ +drd ). -i,l.]f'?_v«Z.\(2'&)*(?"?‘“3'

(2 Punkte)

0.
Geben Sie cin Beispiel eines selbstadjungiertéinEndomorphismus ¢ : R* — R an,
dessen Matrix in einer Basis des euklidischen Vektorramms R? nicht syninetrisch
ist.

(3 Punlkte)

10.
Sei ¢ : R? — R? ein bijektiver sclbstadjuneicerter Endomorphismus des cuklidischer

Vektorranms R?. Zeigen Sie. daBl

loll = lle ™" < Det(p) € {1, —1}.

(3 Punkte)

Seiw V' — V ein Endomorphisius des enklidischen Vektorraums V omit o = —*,
Zeigen Sie, daBl die Determinante von ¢ nichit negativ ist. {33 Punkte)
12.

Sei C* der unitiire Vektorraum mit dem Skalarprodukt (v, ¢) = 77 + a1z, Zeigen
Sie, daf} die lineare Abbildung ¢ : C? — C? it der Matrix
32—
24 7

A=

(bzgl. der Standardbasis) selbstadjungiert ist. Bestinunen Sie eine Orthonormal-

hasis. in der ¢ diagonalisiert ist. {3 Punkte)

»
)



KLAUSUR ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Losungsskizzen

1.

Da ¢ orthogonal ist, gilt o=! = ¢*. Daraus folgt " = (C + o) = (g + ) =¢"+e =7+ o = Also st ¢
sclhstadjungiert. |
2.

Als selbstadjungierter Endomorphismus ist ¢ in ciner Ovthonormalbasis (e, ..., ¢} diagonalisierbar, . h. es ist
gle)) = ey, i = 1,...,n, wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von ¢ sind. Aus Ker(g) = Span{c;: A, = 0} und Iin{e) =
Span{e;: A; # 0} folgt die Behauptung,. O

3.

[Hireh Anwenden der Ungleic llllll{., von Cauchy-Schwarz aul die Vektoren (3. 1) und (e, ¢} erlilt man die Abschitzung
M4y < VT2 e 4 = 5. Dader Wert 5 (fiir o - .f y= ,‘I". angenomnnen wird, ist er das gesuchre Maxinnon,

I “

Die Matrix von ¢ hat dic Eigenwerte Ay o = 25, Als zugehirige normierte Bigenvektoren erhalt man ¢ = ;,"-(3, 4} und

2 = 2(4, —3). Diese bilden die gesuchte Orthonormalbasis o

d.

Ciesucht werden alle A € R, fiir die die quadratische Form (5 = Ayri + 2y vy + (5 — A)a3 positiv definit ist. Aus dem
Hauptminorenkriterium ergeben sich die Ungleichungen 5 = X > 0 uned (5 — A)? =1 > 0. Insgesamt erhiilt man A < 4.
B S

O
6
Sei T die Transformationsmatrix zwischen den Basen (o). ... e,) und (). ... et ). D ist | 3| = |"T'BT| = {T}*|B|
nnd o Il_!fi_l = a

7.

Als Matrix vou ¢ (hzgl. der Standardbasis) wahleu wir cin echtes Viellaches einer Drelunatrix (mit Drehwinkel ¢
{0, 7)), also cine Matrix der Form (¢ 7%) mit ¢® 4+ 0% # 1 und b # 0. O

8.

Das Gmm Sclunidtsche Orthonoralisier llllgh\’(’l‘f«llll(’ll Fuuktioniert aucli in unitiiren Vektorviumen. Man orhilt o) =
. = = 4 - e = 2 -
i I|| (1 fa.l .[J i (i) (Jh P[)(| (1 1') €9 T(l

[freea |
9.
Als Matrix von ¢ bzgl. der Standardbasis wiihlen wir z. B. 4 = (§ ). Durch Basiswechsel mit der Transformation-
stuatrix T = () 1) € GL(2,R) ergibt sich A" = T1AT = (| 4). O

10.

Da ¢ selbstadjungiert ist, existiert eine Orthonormalbasis, in der die Matrix von ¢ die Form A = (‘\' N ) hat, Dabei

0 Az
-1
sind A, Ap # 0 (g ist bijektivl); o. B, d. Al sel [A] = [\ Es gilt A7 = (";l A‘f. ); el = tal, el = |ATH-
2
Folglich gilt |||l = ™ | genau dann, wenn (A = [A7'], also 1= |Ajdy| = |Det{g)] ist. 0

11.

Nach Ubungsautgabe 38 gibt es cine Orthonormalbasis, in der die Matvix von ¢ die Blockdiagonalgestalt 4 =

Diag{A,, ..., A4;) hat, wobei jeder Block A, eine Nulhmatrix oder eine Matvix der Form (;; j‘?‘ ) ist. Filrr=1...., k

zilt folglich [A,| = 0 oder |4;] = 47 = 0. Wegen |4 = nf‘ ;1A st danuir auch die Determinante von ¢ uicht negariv,
12.

Wegen tA = A ist o b(‘l[)bhld]llllblel‘t Die Eigenwerte von A sind Ay = 2 und Ay = 8. Als zugehdrige normierte

El_s.',cnvckt,mul erhiilt man e¢; = W( 5,24+ und e = —-m(‘Z —1,5). Dic=e bilden die gesuchte Orthonornunalbasis, O



Prof. Dr. V. Batyrev Tibingen, den 26.05.1999

TEST-KLAUSUR ZUR LINEAREN ALGEBRA II

1.
Sei Vi=M2x2,Ryund g : V — R:

q(A) :=det(A). YVAel.

Zeigen Sie, dal3 ¢ cine quadratische Form anf Voist. Bestunmen Sie die Matrix von
L0 01 0 0 0 0
0 of \o o/ \1L o)\ L)

2.

Sei f die bilineare Form it der Matrix

. (I ,\).
01

Bestinunen Sie alle A € B derart, dafl dic quadratische Form g(v) := f(o, 0) positiv

¢ in der Basis

dehnit ist.

Bestinunen Sie die positiven und negativen Indizen der quadratischen Form
2 2 L 2
ay e ay, = —— ()"
n—+1

4.

Sei ¢ : V — R eine quadratische Form und U C V ein Unterranm mit dim U =
sdim V. so dafl gilt ¢(v) =0 Yo € U. Zeigen Sie, daff dic Determinante der Matrix
der quadratischen Form g gleich Null ist.

5.

Zeigen Sie, dafl fir Vektoren o, ..., vy i cinem enklidischen Vektorraum Vogilt:
o I o

Gloy, oo v < lell - Jloells

wobei G(vy, ..., v} die Gramnsche Determinante ist.



6.

Bestimmen Sie den Winkel zwischen dem Vektor v = (2.2, 1. 1) und dem Unterrammn

U= {(y, 02, w0, 0) €RY 0 r| g 4+ 20 + 20y = 0}

7.
Sei ¢ @ R? — R? eine Drehung mit dem Winkel o € [0.27). Zeige: Besitat ¢ in
ciner Basis e, e» € R? cine 2 x 2-Matrix A mit Eintrigen mu aus Z, so gill

27 A7 hw \

v € {0, el
{ 3

b

b
o =
ol §

8.
Scien Uy, Uy zwei beliebige Unterrawme eines euklidischen Vektorraums V. Zeigen
Sie, dal} es gilt

(Uy N U = U + Uy

9.
Sei n eine beliebige positive ganze Zahl. Zeigen Sie. dald es cinen orthogonalen

Endomorphismus ¢ @ R" — B” gibt mit demn charaktevistischen Polynow (1" = 1).

10.

Bestimmen Sie die Darstellung der Matrix

A=
34

als Produkt 4 = Q- D, wobei () cine orthozoitale Matrix und D eine obere Dhrelecks-

matrix mit positiven Eintriagen auf der Hauptdiagonale ist.



UBUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA II

Losungen zur Probeklausur

1. Zu zeigen ist: Durch die Polarisieruug f{A, B) =

}( q( A+ BYy—g(A) - y(B)Y mit 4, B ¢ V ist eine syinmetrische

Bilincarforin anf V' pgepeben. Es gilt f{A. B) = (u“ha_. S aoahyy = apobsy — aapbya). Beziiglich der angesebonen Basis
00 01

it g gegeben dinch die Matrix % (8 Y " ::) . 4
o un

2. Dic Bilincarform lantet g(XXy, Xa)

anwenden, d.h. man mul die Matrix B8’

NP+ AN+ X3, Satz 2.11 LBt sich nur anf synuuetrische Matrizen
A
( X i ) betrachten, Nun gilt: det B > 0 < |A| < 2. O
T

3. Nuch Ubungsaufgabe 3 gilt fir (ry,.orn) # (0, 0 a4 o407 = Loy + 42,07 > ﬁ(.rl T T
Daraus folgt, dafl die quadratische Forne positiv definit ist und somit positiven Index o und negativen Index 0 hat. O

4, SeidimV = n,dimU = k. Man ergiinzt eine Basis vou {7 zu einer von V. Beziiglich dieser hat die 2 x 1 - Matrix
1 der quadrarischen Torm links oben cinen & x & - grofien Nullblock, o fir 1 < 1,3 < £ gilt a;; = 0. Fir die

Determinante gilt det 4 =37 o -, Sigh () [Tz oty P jedes o € 8, cine Bijektion ist nud & > 4, existierts stets
vin L <7 <k, 50 dafl o(i) € &, also a, oy = 0ist. Daher verschwindet jeder Sunmnand in obiger Summe. o

9. Beweis durch Induktion itber & Incluktionsanfang fiir & = 1 ist klar. lnduktionsschritt & — 1 — ki Setze U =

Span{v),..., op—1) md schreibe v, = v}, -+ v mit 1w = z:':ll Miv; € U und 1y, € U%. Durch clementare Zetlen- und
Spaltenumformnngen (Subtrakiion des A-fachen der i-ten Zeile/Spalte von (lm letzten) findet man G{uy.... 0} =
v,V vy, Vg 0
{op,m) oo (i, ) ( l" Y ( 1’_" 1) .
o I o o e o |7 E e TS Rl
1,11 ‘s L T v Py |
{ogovn) oo {og, ug) 0 0 (o1

denn es gilt (a2 = [P+ {[efi® a

6. Awm einfac lht('u berechnet man den Winkel zww hen o und dem Notmalenvektor zoe Hyperebene U, U4 = Ru

mit u = (1,1,2.2), Dann gilt cosa m = W' Der Winkel zwischen {7 und v ist daber § - .11((().~,|L3). ]

7. A= (841 sei die Matrix von g beziiglich der Basis {1, e2}. Es gibt cine Basis {e}, 5} beziiglich der ¢ die Gvsmlt

A= (oo =snay e d nnd A besitzen dasselbe charakteristische Polviom 82 — 2cosat + 1 = 12 — (ay) + a2)f +
1 22

KMy 1 Osk

{11000 = aynay) ). Da die Spur ayy + age = 2cos e nach Voraussetzung ganzzahlig ist, muld 2cosa € {=2, ~1,0, ,.2}

= Ar dx 5
selten, also o € {0, 3, F, 3%, ¢, 42 3 8z

8. Aus Aufeabe 17 ist bekannt, dafB fiie beliebige Unterrinme V), ¥ C V ogilt: (V) + W)t = Vi- NV Mit V) =
UE Vo = U gils (UL 4 UFYE = (UP) 0 (UF) = Uy n U, Dies ist diquivalent zu Ut + U3 = (U n UL, was 2
ZNZON WA, 0

T PR | I
t 0
9. Unter Verwendung von Aufgabe 56 (Wintersemester) findet man die n = n -Matrix A = 0

o ... 0 1 0
Diese hat das charakteristische Polynom (" — 1) und ist orthogonal, da die Spalten eine Orthonormallasis des R™
bilden, ¢ habe beziiglich ciner belichigen Basis die Matrix A, dann ist ¢ cin Endomorphisinus mit den gewiinschten
Figenschafren. n

10. Die Zetlesung erhile man durch Anwendung des Cram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahiens auf dic
Spalten von A Dabei sei o = (1,3) .00 = (2.4)". So gilv ¢ = g = —']a('l.i Yoows = e — (i, 0)ey = (2. -l)' -

1 iy

(ﬁ(l!:f)'-(g- .1]"'}7'“3(1,3)" = (:: —z).e = Tod = Ts( 3.=DE Fiir die orthogonale Marix gilt O = m b (& ).
D'w Koordinaten von vy und vy in der Orthonormalbasis {eq, e} sind (V10.0) hzw. {14.2). Daher hat, U die Form
1) 7171
u | ) O
1!] i

J



