Aufgabe 1: Topologische Riume (4 Punkte) . - R Atiss
i .. . # = X. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussagey

Sei X' ¢in topologischer Raum und sei }
gilltig sind ([%). oder nicht ([E]).

RE =0 o
reycey (o~

ey 5 d ist.
V' is zusammenhangend genau dann, wenn Y wegzusammenhangen

Wenn (V, || - ||) ein Banachraum ist, dann ist
{f: X — V| fstetig, Iz e X || f(z)l] < 1}

LB

ebenfalls ein Banach AU,

Aufgabe 2: Differenzierbare Funktionen (4 Punkte) 3

E
Sei f: R" — R stetig partiell differenzierbar. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Implika- ;
:

tionen giiltig sind ([W]), oder nicht {j.

X f ist stetig. /7
E‘] f ist lokal Lipschitz-stetig,

M [E] Vi ist stetig, v
@ V. f ist stetig partiell differenzierbar. "~

2 K

Geben Sie jeweils an, ob die folgenden Sitze in der Vorlesung unter Zuhilfenahme des Banachsehen

Fixpunktsatzes bewiesen wurden ([W]), oder nicht ([E]).

Aufgabe 3: Banachscher Fixpunktsatz (4 Punkte)

[x] Satz von Bolzano-Weierstra L

[¥] Kettenregel N\
Satz iiber implizite Funktionen, Vv~

[¥] [F] Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Pi::a:cl-LincleIﬁf\/




Aufgabe 4: Satz von Schwarz, (24141 Punkte)

Geben Sie den Satz von Schwarz wieder.
Sei f € C*(R™R™ und x, € R". Definieren Sie die Hesse-Matrix von f bei zo.

Welche Eigenschaft der Hesse-Matrix folgt aus dem Satz von Schwarz’



Aufgabe 6: Taylorpolynom (5 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

fiRD Bi((0,1) =R, (2,9)~ fla,y) =€y

Finden Sie eine Funktion, P@ : R? — R so dass gilt ~

“'\-.

f(h’:t:a 1 + hy) =3 P(2)(h$1 h'y) - O(h’i)

fiir = (hey ) =5 0.
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Aufgabe 7: Lokale Extrema (4+1+3 Punkte)

Sei S := {(z,y) € R? |22+ y*> =4} und
fRESR, (z,y)— flz,y)=ze™ ¥ .
(a) Bestimmen Sie Lage und Art aller lokalen Extrema der Funktion i &
(b) Zeigen Sie, dass f|s sein globales Maximum und globales Minimum annimmt.

(c) Bestimmen Sie Lage und Art aller globalen Extrema der Funktion fls.
e e



Aufgabe 8: Lineare DGL (342 Punkte)

Seien Do, lp € R.

‘a) Bestimmen Sie die maximale Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
Y = 2ty
zum Anfangswert v(to) = zo.
(b) Bestimmen Sie die maximale Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
4 = 2ty + 287

zum Anfangswert v(0) = xo.



Aufgabe 9: Stetige Funktionen auf kompakten Rdumen (2+3 Punkte)

Sei X' ein kompakter topologischer Raum und sei ¥ ein metrischer Raum. Sei f : X — Y stetig.

(a) Sei A C X abgeschlossen. Zeigen Sie, dass dann f(A) ebenfalls abgeschlossen ist.

(b) Sei f auBlerdem bijektiv. Beweisen Sie, dass f ein Homémorphismus ist, also dass f~' : ¥ —
X ebenfalls stetig ist.

Achten Sie auf eine préazise, vollstdndige und nachvollziehbare Argumentation.



