heiden Sie jeweils
. - 4 Punktﬂ} Entsc :
ormierte Raume (

() oder nicht ()

Sl Aufgabe 1: Topologische, metrische, n
, i ob die folgenden Implikationen giiltig sind
; b bzel. der induzierten
\/ BE Jeder normierte Raum (X, | - [} ist auch e metrischer Raumm b8

Metrik d(=,y) = llz = vl |
tor Raum bzgl. der induzierten Nt

\/ E ;]EdEr.mEtriSChE Raum (X, d) ist auch ein normier
\/E Fiir jede Menge X definiert T = {fﬂ.? X} eine Topologie.

v, W] [X] Fiir jedes AC X in einem topologischen Raum X gilt, ACACA.
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Aufgabe 2: Stetige Funktionen (4 Punkte)
stetig. Entscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Implikationen

; :cche R ndf:X=Y
Seien X und Y topologische Raume ur d f X 2
giiltig sind () oder nicht )"

v E A c X wegzusammenhéngend = fA)ey wegzusammenhéangend
4 ﬁ A € X kompakt = f(A) C Y kompakt

v E A c X abgeschlossen = f(A) C Y abgeschlossen
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Al.;fgabe 4: Normen auf Funktionenriumen (3+1+42 Punkte)
Sei C'([0,1], ) der Raum der stetigen Funktionen f: [0,1] — R.

(a) Zeigen Sie, dass 1, ;
@ @
7l = sup [f@)] und = [ f(@)dz
ze[0,1] 0
beide eine Norm auf C([0, 1], R) definieren.
(b) Zeigen Sie, dass || fll; < ||| fiir alle f € C([0,1],R).

(¢) Zeigen Sie, dass es keine Konstante ' < oo geben kann, so dass || flle < C||f|l1 filr alle
f € €([0,1], R) gilt.
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Aufgabe 5: Kettenregel in R? (2+3 Punkte) e & &
| : & &
e | s o . \@ 2
(a) Seien U, V,W endlichdimensionale reelle Vektorraume. Formulieren Sie die Kettenregel (in- &
Klusive V@raussetzungen} fiir zwei Funktionen f: U — Vundg:V—W. R
(b) Betra,chten Sie folgende Funktionen f,g:R*— R2, |
4
5

f(m:y ('T' zT—Y )! g{u, }_ (_U: ﬂ-)

Bestimmen Sie alle Punkte (z,y) € R?, an denen die Jacobi-Matrix der Verkettung g o f

puenE=(7 o)
‘hat. Ist g o f dqrt.ain lokaler Diffeomorphismus? | /
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Aufgabe 6: Vektorfelder (242 Punkte)
Sei f € C*(R,R).

(a) Zeigen Sie, dass
rot o grad(f) = 0.
(b) Geben Sie ein Beispiel eines nicht-konstanten Vektorfeldes v € C*(R? R?) mit

rot(v) = 0.
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m Aufgabe 7: Extrema unter Nebenbedingungeén (145 Punkte) %@_ﬂ?‘ @n@ &
) Sei B := {(z,y) € R?|2? + y* < 1} und g8 C .3 @%. &-@@ %\?’E
fiREoR, (my) - fl@y)=e A
| 1 ] : ]| 1 ) “@
i ' (a) Nimmt flp sein globales Maximum und globales Mimmuri &2 ¢ o
Le! \ | >
o) (b) Bestimmen Sie die Lage des globalen Maximums und Minimums. &

e Y e ki
b ~ 3 7 = j {’Q aﬁq 1 b 1‘4
et fio: FMPML{ 4 ¢ E»J"'“';
ven  soy F é Q= Ay g

T-'ﬁ uubU .Qinlu'{nki: { P *%Z’MP m (LA 8 ‘M:f:/:ﬁ I?s:'-ﬂqub
i ‘bﬂ‘?"ﬂ ﬁ g"l‘.” J;“I-J' ﬁa.;ﬂ-‘ruL % o .:,.r-fi.r E
33 E-ﬂ,*ﬂ VT u} e

Lol Al fe-e -5t
= o jﬁﬁgﬂ CulLbo,

n;f. l i

(aler S L"‘/)



ufgabe 8: Lineare DGL (2+2 Punkte)
Seien xg, to € R.

(a) Bestimmen Sie die maximale Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
4 =2t sin(t*)y
zZum Anfangswert’:.’jf_{tu}t To- \
(b) Bestimmen Sie den .Lﬁsungﬁraum der inhomogenen linearen Differentialgleichung

4 =2t sin(i)y + te= =),
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|"-l. _..-,' : = . I _A;ufgabe 9: Satz von Ta}'lﬂl‘ tlIld Extrem-a (;-;2;‘2 Pun
g -' Sei U C R" offen und sei f € C¥(U;R) firein &=
(| (a) Formulieren Sie den Satz von Taylor. S
;I (b) Es sei f € C*(R*R), 7o € R? ein lukal:es.Maximlﬁm von f ;md ?eff )(wo) =1
S " dass dann folgende dritten Ableitungen vorn f bei @y verschwinaen:
el 8% (o) = B3 (o) = 0.
1 (c) Zeigen Sie, dass sogar alle dritten Ableitungen von f bel Zo verschwinden:
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