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Aufgabe 1: Topologische, metrische cie el ob die folgen L

Sei (X, d) ein @etrische) Raum. Entscheiden 5

(&), oder nicht:
v B Esgilt diay) > d,2) B alle 2,2 € X mit 2 £ 4:

! KIE] Esgilt diz,z) =0 fir alle s € X- i
[F] Die Funktion z - d(z,0) definiert eine Norm auf X. (It

v KI[F] Die Kollektion {X,0} definiert eine Topologie auf X.
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-Mengen (4 Punkte)
) Bntscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Aussa.gen

v [KI[E] A ist abgeschlossen. |
: @. [E] A ist offen & A ist abgeschlossen. (w.a'wf L2y

@m Aistoffen © A= X, UT\""L et UP"?,“I
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Aufgabe 3: Differenzierbare Funktionen (4 Punkte)

Betrachte ntscheiden Sie jeweils, ob die folgenden Implikationen giiltig sind ([¥]),

oder nicht ({E]}.
J - . : .
E]m f ist stetig = f ist stetig partiell differenzierbar.
" [ fist partiell differenzierbar = Vf ist stetig.
E [F] rist stetig partiell differenmerbar = f ist lokal Llpschltz-stetlg

Y [
E’EI [ ist eine Kontraktion = f ist Lipschitz stetig.




A’ﬂfgﬂ.b& 4: Nﬂrmen auf Rn

(1+1+141 Punkte)
Betrachten Sje R fiirn > 1.

(a) Definieren Sie auf R* die euklidische Narm und eine weitere Norm.
(b) Definieren Sie die Aqmvalen.z Zweier Nnrmen auf R™.
(¢) Zeigen Sie, dass die zwei Normen aus (a) dquivalent sind.

(d) Formulieren Sie den Satz von Heine-Borel.
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Aufgabe 5: Ableitungen und Diffeomorphismen (340 Biktg) e S

Funktion mif B, e 2 )
Dfl—10= \0 1)

= .(Eiﬁs'-‘f?fa}}

Ferner sei g : R? — R? gegeben durch (z,y) = g(2:9)
@ Berechnen Sie D(f Dy]hu,-u

og bei ( éin lokaler Diffeomo hlsmua?
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Aufgabe 6: Taylorpolynom (5 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion

I {(z,y) ERE).—HR z,y) — f(z,y) = sin(z)y ™.

Finden Sie ein Polynom zweiten Grades, P : R2 —» R% 5o dass gilt

f(he 1+ hy) = PO (hy, by) = o(h?)
= (hz, hy) = 0.
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Aufgabe T: Lokale Extrema (2+1+4 Punkte)
Sei § 1= {(r,y) € R[4 y" < Lpund >
[ R R, (z.y) = flzy)(=2e = |
(a) Bestimmen Sie Lage und ukalen Extrema der nktlu@

(b) Zeigen Sie, dass f|s sein globales Ma:.timum annimmt.
. (c) Bestimmen Sie das globale Ma.mmum von f|s: ; :
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gabe 8: Lineare DGIL, (244 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den 15 ungsraum der folgenden homogenen lineare Differentialgleichung,

¥ = ({2} 1}1) Y mity(t) = (:;E:D ‘R — R%

(b) Bestimmen Sie de.der folgenden inhomogenen lineare Differentialgleichung.
e 2 0 2 . o "‘fl(t) ; R?
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Aufgabe 9: Losungen von DGLs schneiden sich nicht (5 Punkte)

Gegeben sei eine stetige Funktione
v:R* SR
(z, 1) =v(x,t)
die eine Lipschitz-Bedingung erfiillt. Wir het.rnd:}en die Differentialgleichung

v = §(t;7)

Fiir a < b, seien 9, w € C'(R, R) die eindeutigen maximalen Lisungen zu den Anfangswerten
Ya {n} =.a, %fﬂ} — 1{1.

Zeigen Sie, dass gilt
Yalt) < (2), vt c R.

Achten Sie auf eine prézise, vollstindige und nachvollziehbare Argumentation.

Hinwess: Nehimen Sie widerspruchshalber an, es existiert ein t € R mit v,(f) = m(t).
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